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Soit A un anneau filtre de type Z et S une partie multiplicative de A, telle que 
l’ensemble o(S) de tous les symboles principaux des elements de S soit partie de Ore 
a gauche de l’anneau grad& associe G(A) de A. 
Le microlocalise algebrique de A par rapport a S est essentiellement un couple 
(G,(A), cp), ou b,(A) est un anneau filtre complet cp: A + G,(A) un morphisme strict 
d’anneaux filtrts qui rend inversibles dans b,(A) les images des elements de S, qui 
verifie une certaine propritte universelle et tel que 
o(cp(s)_‘$$a)) I o(a) - w(s) Y’s, a) E s x A, 
o designant les fonctions d’ordre assocites aux filtrations des anneaux flitres respect- 
ifs. De plus, l’anneau grad& associe a la filtration de &s(A) est isomorphe a l’anneau 
grad& de fractions [o(S)] - ‘G(A). 
11 y a deux definitions connues du microlocalise algebrique (cf. [8,3]) et plusieurs 
constructions [7, 3,8,9, l] quelques unes d’entre elles etant faites sous certaines 
conditions restrictives. 
Cet expose est le resultat dune reflexion faite suite a la question suivante, poke par 
G. Cauchon, a savoir: le microlocalise nest-il pas simplement un anneau de series 
convergentes. 
La simple reponse a cette question est affirmative, si on regarde dans les details par 
exemple la construction de Van den Essen. 
Par contre, elle n’est pas tvidente a partir des definitions citees plus haut. 
En fait, il n’y a pas, a ce jour (a ma connaissance) une definition du microlocalise qui 
dise explicitement quels sent les dkments de d&4), comme c’est le cas de la definition 
de l’anneau classique de fractions d’un anneau A par rapport a une partie multiplica- 
tive S. 
11 nous a paru interessant de donner une telle definition (cf. Section 2), qui, d’une 
certaine man&e est naturelle. La construction de [S] est un microlocalise de A par 
rapport a S dans le sens de cette definition et al propriete universelle qui entre dans sa 
definition en est un corollaire. L’avantage de notre approche est que les principales 
proprietes s’obtiennent directement, a partir de la definition, sans devoir passer par 
l’une ou l’autre des constructions connues. On peut travailler avec les elements de 
&s(A) “presque” comme avec des fractions. Ceci nous permettra de donner, par la 
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suite, dans toute leur gtntralitk, les rtsultats sur la platitude obtenus en [lo] sous 
l’hypothbse restrictive que les tlitments CT(S), s E S, sont rbguliers dans G(A). 
1. Rappels 
Dans tout ce qui suit nous allons noter par A un anneau unitaire muni d’une 
filtration croissante de type Z: 
exhaustive t s&par&e. On note 
l’anneau graduC associk, w : A --+ Z u {-co> la fonction d’ordre, avec w(a) = n E Z - 
CZEF,A\F,_iA, 
co(a) = --cooaE (7 F,A:= F_,A 
ncz 
et CT : A + G(A) la fonction symbole principal dtfinie par: a(a) = a + F&_ 1A, pour 
tout a E A, a#F_,A, o(u) = Ooo(u) = -co. 
11 est clair que pour deux kkments a et b de A avec w(u) E Z et o(b) E Z, on 
a o(ub) = o(u) + o(b)oO # o(u)a(b) et dans ce cas o(u)o(b) = o(ub). 
Rappelons encore que FA est stparte oF_,A = (0). 
Pour tout ce qui concerne les anneaux filtrks nous faisons rtftrence A [2] et i [6]. 
Une partie multiplicative S de A est une partie contenant 1, ne contenant pas 0 et 
telle que s E S et s’ E S implique ss’ E S. Une partie multiplicative S de A sera appelte 
fortement multiplicutivement fermhe si 
a(S) = {o(s) E G(A) 1 s E S} 
est une partie multiplicative de l’anneau gradut associk G(A). 
Nous dirons que S est une partie multiplicative de A r6gulidre modulo le grad& si les 
tltments de o(S) sont rkguliers des deux c8tts et nous dirons que S est de Ore ci gauche 
modulo le grad& si o(S) vtrifie les deux conditions de Ore qui assurent l’existence de 
l’anneau grad& de fractions (cf. [6]) a(S)-‘G(A), & savoir les conditions suivantes 
(GOl) V(s, X) E S x G(A), il existe (t, y) E S x G(A), tels que ya(s) = o(t)x; 
(G02) si xa(t) = 0 avec t E S, x E G(A), 
il existe s E S tel que OX = 0. 
On sait [6] que (GOl) et (G02) sont vtrifikes si elles sont vkrifites pour des tkments 
homogknes x et y de G(A). 
Pour les conditions de Ore en g&n&al on peut faire rkfkrence A [S]. 
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Si la filtration FA est s&par&e, alors la fonction a H 1 a 1 = 2”@, a E A, avec 2- O” = 0, 
est une norme sur A. Soit S une partie fortement multiplicativement fermte de A qui 
est de Ore a gauche modulo le grad& Springer [7] et Van den Essen [S] ont defini sur 
A, a l’aide de la norme 1.1 et de S, une pseudo norme I/ . 11, qui leur permet de donner 
une construction du microlocalise de A par rapport a S, selon la definition poke en 
co 
La fonction a H infsss 1 S I -’ 1 sa , es une pseudo-norme sur A (cf. [S, Proposition I t 
3.21). 
Nous allons poser, pour tout n E Z, 
&4+wtIIaI/ 12”). 
Vu les proprietes de la pseudo-norme, la suite (& A),,z dtfinit une filtration F”A sur A, 
qui nest pas necessairement separee, i.e. p_:-, A := nnsZ &A # (0). 
Nous allons noter par d : A + E u {CD} la fonction d’ordre associee a la filtration 
FA. Pour a E A, II a /I = 26i(‘), avec la convention 2-” = 0. 
Tout resultat de [8] relatif a la pseudo-norme 11. II peut s’exprimer en langage de la 
fonction d’ordre 6. Nous allons Cnoncer ceux de ces resultats que nous allons utiliser 
plus loin. 
Lemme 1.1. Pour tout a E A, on a 
G(u) = El [w(m) - w(s)]. 
Preuve. Immediat, de la definition de la norme I .I, et de la pseudo-norme. 
Remarque. La fonction 8 peut &tre definie independamment de 11. /I. 
Lemme 1.2. Pour tout a E A, s E S, t E S, on a: 
(1) w(s) = o(s) + o(t), o(a) = a(s)o(t); 
(2) f%(u) I w(u), h(s) = o(s); 
(3) Cz(su) = 6(s) + (3(u); 
(4) ciqut) = cqu) + f%(t). 
Preuve. (1) Resulte des proprittes de S, le reste est prouve dans la Proposition 3.2 
(10~. cit.). 
On note e’(A) l’anneau gradue associe a la filtration F”A et 6 la fonction d’ordre 
correspondante. 
Lemme 1.3. L’ensemble 6(S) est une purtie multiplicative de e(A) qui vbijie les condi- 
tions de Ore d gauche (GOl) et (G02). 
Preuve. Voir la Proposition 3.7 (10~. cit.). 
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Remarque. Si S est reguliere modulo le gradue de FA, alors (3(a) = o(a), pour tout 
a E A, done FA = FA. 
Nous allons designer par @-‘G(A) l’anneau gradue de fractions de G(A) 
par rapport a o(S). Si &,(s): G(A) + @-‘G(A) est le morphisme canonique, 
tout element de o(S)-‘G(A) s’ecrit i,Cs,(o(s))-’ &)(x), avec s E S, x E G(A), 
qu’on va designer par x/a(s). Si x E G(A), on va noter par x/l, l’image de x par &. On 
rappelle que 
Ker ioCs) = {x E G(A) 13s E S, a(s)x = O}. 
Proposition 1.4. (1) Soit a E A, a # 0. Alors a(a)/1 # 0 * &(a) = o(a). 
(2) k-, A = {a E A 1 o(ua)/l = 0, v’u E S>. 
Preuve. (1) Voir preuve du Lemme 2.4 de [ 111. 
(2) Ibid. Proposition 2.3. 
2. DCfinition du microlocalisi! algkbrique d’un anneau filtrit. 
On considbre un anneau filtre separe B et A un sous-anneau de B muni de la 
filtration induite: 
F,A = AnF,B Vn E Zu{-00). 
Si i : A -+ B est l’inclusion, alors le morphisme grad& associe G(i) : G(A) -+ G(B) est 
Cvidemment injectif. Nous allons designer par CT, et ~a les fonctions “symbole princi- 
pal” des filtrations PA et FB respectivement. Avec ces conventions on a le resultat 
suivant. 
Proposition 2.1. Soit S une partie multiplicative de A veri$ant les conditions suivantes: 
(1) si c E A et a(c) E a(S), alors c est inversible duns B; 
(2) pour tout s E S, og(s) est un element regulier de G(B); 
(3) oA(S) est de Ore ~4 gauche duns G(A). 
Alors: 
(a) CT~(S) est inversible duns G(B) pour tout s E S et il existe un morphisme injectif 
d’anneaux grad&s 
@-‘G(A) -+ G(B), 
qui ci tout element CT~(U)/CT~((S) de l’anneau de fractions de G(A) par rapport a a(S), 
(s, a) E S x A, associe l’element ~&-~a) E G(B). 
(b) Soit s;‘ai E B, avec (siy ai) E S x A, i = 1, . . . , r. Pour tout n E N, il existe t E S et 
bi E A, i = 1, . . . , r, tels que pour tout i = 1, . . . , r on ait 
o(s;‘ai - t-‘bi) $ -n + w(s;‘ai). (*) 
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Preuve. (a) Puisque ss-1 = 1, on a 
rTB(s)(rB(s-i) = 1 = fJB(l), 
car aB(S) est forme d’elements reguliers et 1 E F,,B. Done cB(spl) = rrB(s)-i, d’od 
fJB(s-ia) = oB(s)-‘o(a) = a,(t)-‘@) = @&lb). 
Montrons maintenant que l’application ~~(a)/ A( ) u s H crB(s-‘a)pour(s,a)ESxAest 
bien definie. Soit (t, b) E S x A, tel que ~~(u)/~~(s) = ~~(b)/o~(t). 11 existe alors c, d E A, 
tels que 
r~A(c)gA(s) = cA(d)cA(t) E GA(S), 
0;1(c)gA(a) = ~,(d)~,(b). 
Le morphisme G(i) etant injectif, on aura 
o&)o~(s) = o,(d)o,(r) E ~B(S), 
~&)~~(a) = o&+,(b), 
done ~B(s-lu) = oB(s)-‘oB(u) = a,(t))‘o,(b) = crB(t-lb). Cette application envoie un 
systeme gtnerateur de o,(S)-‘G(A) sur un systeme generateur de aB(C), ou C est le 
sous-anneau de B engendrt par les elements de la forme s-la, (s, a) E S x A. Elle definit 
done un morphsime surjectif d’anneaux c~~(s)-lG(A) + aB(C). 
11 suffit maintenant de montrer que Q(s)-~~~(u) et oB(s-‘a) ont meme degre, pour 
(s, a) E S x A quelconque, ce qui est verifie d’apres la Proposition 4 de [lo] car (TV est 
regulier des deux cot&, done 
deg(a(s)-‘a(a)) = ~~(a) - Q(S), 
deg(a(s-‘a)) = oB(s-‘a) = aA - oA(s). 
Ceci termine la preuve de (a). 
(b) On va faire une recurrence sur r. Lorsque r = 1, il n’y a rien a demontrer. 
Supposons la proposition (b) vraie pour un certain entier Y 2 1 et soit s;‘ai E B, 
(Si, Ui) E S X A, i = 1, . . . ) r+1.Soitn~N.I1existebj~A,i=1,...,rett’~S,telsque 
pour i = 1, . . . ,Y, 
o(S;‘Ui - t’-‘bl) $ --n + CO(Si’Ui). 
Les elements de a,(S) Ctant reguliers et cette partie Ctant de Ore a gauche, il existe 
d’aprb [9], Proposition 4, des elements s’ E S et b,+ 1 E A, tels que: 
o(s’t’ - br+ls,+l) $ -it + o(s’t’). 
Alors a,(s’t’) = aA(b,+ ls,+ l). D one b,+ ls,+ 1 est, d’aprbs (I), un element inversible 
dans B et, puisque s,+~ est aussi inversible dans B, b,,, est inversible dans B. On 
a done 
s;+lla,+l = (br+is,+l)-lb,.+la~+l 
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et 
~C&-:Ia,+, -(~‘~‘)-‘~r-:,~,+,l 
lw[s;:1b;:, -(s’t’)-‘1 +w(b,+la,+,) 
= d(br+1&+1 )-lb’t’ - h+Ih.+I)(s’t’)-ll + 4b+1G+1) 
= w(s’t’- b,+ls,+d - db,+lS,+1) - 4s’t’) + c@,+la,+d 
$ --n +4a,+1 ) -d&.+1) = --it + 4%h&.I). 
De plus, pour i = l,..., r, on a 
m(s;l ai - t’-l b;-‘) = CI)($ ai - t’-‘s’-l St b;) 
$ -i? + c()(StT1 Ui).
En posant t = s’t’ et bi = s’bi pour i = 1, . . . ,Y, on conclut B I’inCgaliti: (*) pour r + 1 
Cltments. 
Note: Dans ce qui prtcbde on a uti1is.C la propriCtC suivante: si a E A est rCgulier 
modulo le gradutt, alors pour tout b E A on a a(ub) = cr(u)o(b), o(bu) = a( et 
done 
w(ab) = w(a) + co(b) = o(bu). 
Remarque. On suppose que l’unneuu B est complet et que pour tout s E S, s est inversible 
duns B et og(s) est rkgulier duns G(B). Alors la condition (1) de la Proposition 2.1 est 
v6rijZe. 
Preuve. On a vu que si s est inversible et crB(s) est rkgulier pour tout s E S, alors oB(s) 
est inversible d’inverse aB(s-‘). 
Soit c E A, s E S tels que U(C) = G(S). Alors o~(s)-~o~(c) = o~(s-~c) = 1, done 
a = s-lc - 1 E F_,(B), done s-lc = 1 + a, avec o(u) I -1. Puisque B est complet, 
1 + a est inversible dans B, done c = ~(1 + a) est aussi inversible. 
Cette remarque reste vraie m&me si la filtration de B est seulement Zariskienne [4]. 
Dans tout ce qui suit, A est un anneau filtri: &park et S est une partie fortement 
multiplicativement fermte de A qui est de Ore g gauche modulo le gradut. On 
considhre un morphisme cp: A + B d’anneaux filtrks. On note o, et oB les fonctions 
d’ordre respectives. 
Lemme 2.2. On suppose que pour tout s E S les propriMs suivuntes ont lieu: 
(i) q(s) est inversible duns B; 
(ii) oB((p(s)-‘) = -oA(s). 
Alors pour tout couple (s, b) E S x B, ws(cp(s)b) = w,(bq(s)) = oA(s) + cog(b). En 
purticulier, CO~((P(S)) = oA(s) et (T~((P(s)) est inversible duns G(B), d’inverse oB((p(s)-‘). 
De plus F_‘-, A E Ker cp. 
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Preuve. Soit (s, b) E S x B. On a 
%(4 = %(4+~1(P(w 2 -Q(S) + w3(&)~)> 
80th 
D’autre part, 
wJ((PW) 5 %J(cp(4) + @B(b) I 0.4(s) + %(W. 
Done oB(cp(s)b) = wA(s) + w,(b). En posant b = 1, on obtient wB(cp(s)) = oA(s). 
L’kgalitt w,(bq(s)) = o,(b) + oA(s) s’obtient de la mCme faqon. De 1 = 
cp(s)cp(s)-‘, on tire ~B(~(s)(p(s)-l) = 0 = ws((p(s)) + w~((P(s)-~), done 
~B(cp(s))~B(cp(V) = 1. 
De m&me 
flB(cp(V)aB(cp(s)) = 1, 
&oh le rksutlat. 
Montrons maintenant l’inclusion 
F_:_,A G Ker cp, 
oii F__,A a kttt dtfini dans le Section 1. 
Soit (s, a) E S x A. Alors, d’aprks ce qui prt&de, 
G((P(4) = %3(&-‘cp(s4) 
5 %3(&4) + %((P(C1) 5 w4(4 + o/4(4. 
Done pour tout a E A 
fB,(cp(a)) 5 8(a) = i$; Cow - O@)l. 
Si a E F_-, A, alors oB(cp(u)) = - 60 et, B Ctant sCpart, on a cp(u) = 0, ce qui prouve 
l’inclusion et termine la preuve du lemme. 
Ce lemme permet tvidemment de prouver le rksultat suivant. 
Proposition 2.3. Si cp et S vkrijient les conditions (i) et (ii) du Lemme 2.2, ulors: 
(a) q(S) est une purtie multiplicative de B r6gulidre modulo le grad& et 
(b) il existe un unique morphisme d’unneuux gruduCs x : o(S)-‘G(A) -+ G(B) qui rend 
commutatif le diagramme 
G(T) 
G(A) - G(B) 
i.,s, 
\ / 
a(S)- 'G(A) ’ 
(**I 
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ou I,(~) est le morphisme canonique x t-+ x/l, x E G(A). 
De plus, G(cp)(a~(S)) = gB((P(s)). 
Preuve. (a) est une conskquence dire&e du Lemme 2.2 et (b) est la proprittt: univer- 
selle de l’anneau grad& de fractions o(S)-‘G(A). 
Notons que si l’on munit q(A) de la filtration induite de B, alors il y a un 
plongement nature1 G((p(A)) 4 G(B) qui, pour a E A, associe crs(cp(a)) a CT,++,(&)). 
Thboriime 2.4. Soit cp : A -+ B un morph&me strict d’anneauxfiltrbs s&!par& avec B com- 
plet. On suppose que cp vCrijie les conditions (i) et (ii) pour une partie fortement 
multiplicativement fermte S de A et de Ore ti gauche modulo gradui 
Alors les conditions suivantes sont 6quivalentes. 
(1) Le morphisme d’anneaux grad&s x: o(S)-‘G(A) + G(B) qui rend le diagramme 
(* *) commutatif est injectif; 
(2) Ker cp = {a E A I ‘du E S, 3s E S, o(s)a(ua) = O}. 
Si l’une de ces conditions est v&ijide, alors 
(a) q(S) est we partie multiplicative de Ore modulo le grad& et rdguliire modulo le 
grad& de l’anneau Jiltr6 q(A); et 
(b) l’anneau grad& de fractions cs VcA,(cp(S))-‘G(cp(A)) est isomorphe au sous-anneau 
de G(B) engendrk par Ies 616ments de la forme aB(fp(s)+q(a)) avec (s, a) E S x A. 
Si x est bijective alors tout &dment de B est la somme d’une suiteJinie ou d’une sdrie 
convergente d’tl6ments de la forme p(s)-l y(a), avec (s, a) E S x A. 
Preuve. (1) * (2). I1 est clair que si o~(u)/cJ~((s) # 0, alors 
x(a(4/4s)) = CG(cp)(cr,(s))l-‘G(go)(cr,(a)) 
oB(ds))-‘~B(da))T si m(q(a)) = da), = 
0, sinon. 
Done x est injective ssi 
pour tout a E A. 
D’aprb la Proposition 1.4(2) kquivaut i I’kgalitC Ker CJI = F_:_,A. 
On a vu dans le Lemme 2.2 que (i) et (ii) impliquent l’inclusion 
&,A 5 Ker cp. 
Supposons maintenant x injective. Soit a E Ker cp et supposons que a$F_ A, i.e. il 
existe u’ E S, tel que o(u’a)/l # 0. (cf. Proposition 1.4). Alors, x Ctant injective, on 
a ~~(cp(u’a)) = oA(u’a). Mais u’a E Ker cp, doinc o,(u’a) = --cg et o(u’a) = 0 ce qui est 
contradictoire. 
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Preuve. (2) * (1): Supposons (2), i.e. Ker cp = F_:_,A. Si x n’est pas injective, il existe 
a E A, tel que o(a)/1 # 0 et x(a(a)/l) = 0, i.e. oB(cp(a)) z$ w(a) et ~(a) # 0. 
D’apres la Proposition 1.4, o(a) = &(a), car o(a)/1 # 0, done 
w(cp(u)) $ &(a) = o(u) = n E z. 
Puisque cp est stricte, i.e. cp(F, A) = F,Bn q(A) pour tout k E Z, il existe a’ E A, tel que 
q(u) = ~(a’) et ~(a’) = o(cp(u’)) = f5(u’). 
Done a - a’ E Ker cp = p_:_, A. On deduit que &(a - a’) = --co. Si &(a) # 6(a’), alors 
&(a - a’) = sup{6(u), 6(u’)} E Z ce qui est contradictoire. Done &(a’) = &(a) et 
o(u) = ~(a’) = w(cp(u)), d’ou la contradiction qui prouve l’injectivite de x. 
(a): Supposons maintenant x injective et montrons que q(S) est une partie de Ore 
modulo le gradue de p(A). Puisque q(S) est reguliere modulo le gradue (cf. Proposi- 
tion 2.3) il suffit de verifier la condition GOl, pour x E G(cp(A)) homogbne, done de la 
forme x = a(u), a E A. 
Soit (s, a) E S x A, tel que q(u) # 0. D’apres la condition (2), il existe u E S, tel que 
cr(uu)/l # 0 dans a(S)-‘G(A). 11 existe (t’, b) E S x A, tels que 
a(b)o(s) = a(t’)+4u), 
puisque o(S) est de Ore a gauche dans G(A). Ceci implique l’egalite dans a(S)-‘G(A): 
(~(wl)~(~(s)ll) = (W)ll)~(~(~~)/l) z 0. 
En appliquant x, on trouve 
aB(N-9)oB(cp(s)) = ~B(N))~B(4+JU)), 
d’oh, en tenant compte de l’egalite oB(cp(uu)) = aB(rp(u))oB(cp(a)), on obtient: 
~B((P(@)~B(&)) = aB(cp(t))oB(cp(a)) z 0 
avec t = t’u. Du fait que G(q(A)) se plonge de man&e naturelle dans G(B) par 
aVcA,(cp(u)) H a,(cp(u)), on deduit la relation recherchte 
a,cA,(cp(b))a,cA,(cp(s)) = ~s(A)((P(t))~p(A)((P(a)) f 0. 
Toujours sous l’hypothese de l’injectivite de x on obtient (b) en appliquant la 
Proposition 2.1 partie (a) qu’on peut utiliser, d’apres la remarque qui suit cette 
proposition, vu que B est complet. 
Supposons maintenant x bijective. Alors, si b E I?, il existe (s, a) E S x A, tel que 
oB(b) = o~((P(s)-~~(u)). Sib = q(s)-‘q(u), c’est termine. Sinon cos(b - q(s)-‘p(u)) z$ 
cog(b) et on construit de man&e tvidente une suite ((P(s,J~~(uJ)~~~, avec so = s, 
no = n, oti o,(cp(sJ’qn(u,)) = nk e Z u {-co} est une suite strictement dtcroissante, 
telle que: 
nk+l =aB b - i dsk)-‘duk) $ nk 
k=O > 
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Si, pour un rang fini K, nK = -co, alors 
k=O 
sinon la serie C ksN ~(&-r~(&) Converge VerS b. 
Le theoreme est completement demontre. 
Remarque 2.5. Si, sous les hypothkes du thCortme, on suppose en plus l’injectivitt de 
x et si tout 616ment de B s’tkrit comme une somme_finie ou injnie: 
b = 2 dsk)-ldak), 
k=O 
b = 1 dsk)-ldak)> 
koN 
oti (Sk, ak) E S x A, et si la suite des ordres wB((p(sk)-lq(ak)) est strictement dkcroissante 
dans Z v { - CYJ} alors x est uussi surjective. 
Dtfinition 2.6. Soit A un anneau filtre s&pare t S une partie fortement multiplicative- 
ment fermee de A qui est de Ore a gauche modulo le grad&. Le couple (G,(A), cp), 
forme d’un anneau filtre s&pare complet d,(A) et d’un morphisme strict d’anneaux 
filtrts cp: A -+ G,(A) est appele un microlocalis6 algkbrique de A par rapport b S si et 
seulement si 
(i) q(s) est inversible dans &s(A), pour tout s E S; 
(ii) o(cp(s))‘) = -o(s), pour tout s E S; 
(iii) Ker cp = {u E A 1 VU E S, 3s E S, a( = O}; 
(iv) tout Clement de 6,(A) est une somme finie ou infine d’elements de la forme 
q(s)-lq(a) avec (s, a) E S x A, dont la suite des ordres est une suite strictement 
decroissante d’tlements de 77. 
Remarque 2.7. Compte tenu de ce qui precede, sous l’hypothese que (i) et (ii) soient 
vtrifiees, le morphisme canonique d’anneaux grad& 
x: a(S)-‘G(A) -+ G(I,(A)) 
(cf. Proposition 2.3) est bijectif si et seulement si les conditions (iii) et (iv) sont verifites. 
De plus, d’apres la Proposition 2.3, p(S) est une partie multiplicative reguliere 
modulo le gradue de 6,(A) et, d’aprb le Theoreme 2.4, q(S) est de Ore a gauche 
modulo le grad& de cp(A). 
3. PropriMs du microlocalisi! algbbrique. 
Dans tout ce qui suit, A est un anneau filtre separe et S une partie fortement 
multiplicativement fermee de A. On suppose en outre que (d,(A), cp) est un mi- 
crolocalise algebrique de A par rapport a S. 
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Proposition 3.1. L’ensemble 
A,s, = (cP(s)-‘P(a)l(s,a)~SXA~ 
est dense dans Es(A). 
Preuve. 11 faut montrer que pour tout CI E bs(A) et tout n E Zu { -a}, il existe 
x E Acs,, tel que 
w(a - x) 5 n. 
Si a E A,, il n’y a rien A dkmontrer. 
Supposons que CI est une somme finie d’C1Cments non nuls de A(s): 
a = C ~D(s~)-'~(LZ~) (Sir ai) E S x A. 
i=1 
On applique la Proposition 2.1, partie (b) aux anneaux q(A), b,(A) et A la partie 
multiplicative p(S) qui vtrifient les conditions (l)-(3) vu la remarque qui suit cette 
proposition. 
Soit n E 27, m = sup1 5 i 2 r w(~(Si)-‘~(Ui)) et k E N, tel que -k + m I n. D’aprb la 
Proposition 2.1, il existe t E 5’ et bi E A, i = 1, . . . , r tels que pour tout i = 1, . . . , r on ait 
4&J’q(ai) - q(t)-‘V(h)) $ -k + m(q(si)-‘q(ai)) I n. 
Posons x = CIel q(t)-‘q(bi) = q(t)-lq(a), avec u = Ii=1 bi. Done 
W(C! - X) I SUP w(cp(Si)-‘cp(Ui) - q(t)-‘q(b,) < n. 
lsisr 
Soit maintenant 
a = f d%-lq(ak), 
k=O 
avec (Sk, Uk) E s X A, w(p(sk)-‘y(ak)) = nk, h Suite (nk)ksN hnt StriCtement dhrois- 
Sante. Soit n E Z. I1 existe K E N tel que, pour k 2 K + 1, nk I$ n. Posons 
K+l 
x = 1 Y(si)-‘P(ui). 
i=O 
11 existe (s, a) E S x A, tel que 
4x - q(s)-‘cp(4) $ n 
done 
w(a - cpW’cp(4) I sup(4m - x),4x - V(s)-‘cpG.4)) 5 n, 
ce qui termine la preuve. 
Corollaire 3.2 (Lemme du diznominateur commun). Soient al, . . . , cc, des Clkments de 
d,(A) et soit n E Z. II existe ulors t E S et bi E A, i = 1, . . . , r, tels que 
m(ai - V(t)-‘V(bi) $ n. 
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La preuve s’obtient en utilisant la proposition precidente, selon laquelle pour tout 
m E Z, il existe des’ elements xi E ACs,, i = 1, . . . , r, tels que W(c(i - Xi) $ n, et ensuite la 
Proposition 2.1 partie (b) appliqute au sous-anneau q(A) de 6,(A) et a la partie 
multiplicative q(S). 
Proposition 3.3. Le couple (&s(A), cp) vkrijie une propridtk universelle pour tous les 
morphismes stricts d’anneaux jilt&s $ : A + B, avec B complet, tels que $(s) soit 
inversible duns B pour tout s E S et w~($(s)-‘) = -wB(s). 
Preuve. Soit $ : A + B un morphisme strict d’anneaux filtrts, avec B complet, verifiant 
les conditions (i) et (ii) de la Definition 2.5. D’aprb le Lemme 2.2, Ker cp E Ker II/ et 
aB($(s)) est inversible dans G(B), d’inverse ~~($(s)-r) et os($(s)) = oA(s). 
Notons d’abord que, d’apres la Remarque 2.7, le morphisme x:0(S)-‘G(A) --) 
G(&s(A)) est bijectif. Done, si q(a) # 0 pour a E A alors w(cp(a)) = o(a). On peut done 
definir une application 
~:cp(&+B 
en posant p(cp(a)) = $(a) qui est un morphisme d’anneaux filtres, car 
4$(4) I 44 = w(cp(a)), si ~(4 f 0. 
Si s E S, on a 0($(s)) = w(s) = w(q(s)), d’apres le Lemme 2.2. 
Lemme 3.4. Soit (s, a) E S x A et (t, b) E S x A et n E Z. On a alors les rkdtats suivants. 
(1) I1 existe (u, c) E S x A, tel que 
o(cp@)cp(t)-’ - cpw’dc)) g n. 
Cette in&alit& implique 
4fw$(t)-1 - W-V(c)) $ n. 
(2) Si 
w(cpW’cp(4 - q(t)-ldb)) $ n 
alors 
4$(s)-‘$64 - $(t)-‘+(b)) 5 n. 
Ce lemme permet de prolonger p sur l’ensemble A(,,, en posant 
A&)-‘V(4) = tiWV(4. 
(3.1) 
(3.la) 
(3.2) 
(3.2a) 
Preuve du lemme. Soit n E Z. (1) L’existence de (u, c) E S x A, tel que (1) soit verifibe 
rtsulte de la Proposition 3.1. Prouvons (3.la). De (3.1) on deduit 
wC+)-‘cp(ua - cWW’1 $ n 
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done 
w(cp(ua - ct)) I$ n + o(u) + w(t), 
d’oh 
w($(un - ct)) $ Iz + w(u) + w(t) 
et 
~lI$G4$@-’ - $wl~(c)l i$ it 
(2) De (3.2) on dtduit 
4cpk) - cp(WVcpV4) $ n + 4s). 
Soit (u, c) E S x A, tel que 
4&)cpW’ - cpW’cp(c)f $ m. 
Alors, d’aprks (l), 
hW+W-l - W-‘Icl(c)) $ m 
et 
co(cp(n) - cp(u)-‘&Mb)) = ~C&-‘cp(~~~ - WI $ supl(n + a4$, m + fN4). 
On pose IZ + w(s) = m + o(b). Done 
w(g7(ua - cb)) $ n + co(s) + w(u). 
Par suite 
w(tj(ua - cb)) $ n + o(s) + o(u). 
Done 
4fw-4 - w-‘ww4) $: n + 44. 
Par suite 
~444 - WW-V(b)) $ n + 4s). 
Done 
4,44-W) - IC/W%W) $ n. 
Puisque n est quelconque, 
cpW’cp(4 = cp@-‘&4 * $W’W) = W-W). 
Suite de la preuve de la Proposition 3.3. 
L’application p : A,, + B est done bien dkfinie par p(cp(s)-‘q(a)) = $(s)-‘+(b). 
C’est une application continue, pour la mitrique induite dans Acs,, car si p(u) # 0, 
alors 
4p(cpW’cp(4) s 4lCIk4) - 44) 
I w(u) - o(s) = w(cp(s)_‘$9(u)). 
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On peut prolonger p sur b,(A) par continuitk, car B est complet. 
Done si c( E &,(A), pour tout m E Z, il existe n E Z tel que 
x E &s,, ~(a - x) $ n* QG(~) - P(X)) $ m. 
Nous allons montrer maintenant que si X, y E Acs, alors 
P(X + Y) = P(X) + P(Y) et P(XY) = P(x)P(Y). 
Ceci permettra de conclure en utilisant Ia continuitk de p, celle de la somme et celle 
du produit dans d,(A) et B. 
Soit x = &-‘&I), y = q(t)-‘q(b), avec (s, a) E S x A, (t, b) E S x A. Soit m E Z et 
n E Z tels que 
w(x + Y - z) $ n, z E A,, * ~(0 + Y) - P(Z)) $ m. 
On peut toujours supposer n I m. 
D’aprts la Proposition 2.1. (b) appliquke au sous-anneau q(A) de gs(A) et & la partie 
multiplicative q(S), il existe u E S, c, d E A, tels que 
0(x - ZI) $ n, W(Y - 22) $ n 
avec zI = p(u)-‘cp(c), z2 = q(u)-Iv(d). Done 
w(x + y - z) $ n pour z = z1 + z2 = q(u)-‘cp(c + d) E Acs,. 
Done, d’apris le Lemme 3.4, on aura 
o(h) - P(ZI)) $ m W(P(Y) - P(G)) $ m, W(P(X + Y) - P(Z)) $ m. 
On a p(z) = t,h(u)-‘$(c + d) = p(zI) + ~(2~). Done: 
W(P(X + Y) - P(X) - P(Y)) 
5 su~k.Mx + Y) - P(Z)), +W - PM), o(P(Y) - P(Q))> $ m 
et, comme m est arbitraire, on conclut g 1’CgalitC p(x + y) = p(x) + p(y). 
ConsidCrons le produit 
XY = cp(s)_‘cp(a)cp(t)_‘cp(b). 
L’entier nI E Z &ant don&, il existe (u, c) E S x A, tel que 
Q&wcp(W’ - 4o(@‘qn(c)) $ fll 
d’OlIl 
O(XY - 4+-‘4o(~)-w)cp(b)) $ It1 + 4s) - 4bh 
Alors, d’aprb le Lemme 3.4, 
G+@(a)lCl(V’ - ~(u)Wc)) $ nl 
done, si $(b) # 0 alors o($(b)) = o(b) et 
W(P(X)P(Y) - $(s)-‘W-‘W)w9) 2 n1 + 4s) - 4bh 
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On a 
z = V(s)-‘cp(Vcp(c)cp(b) = cp(W4w) E A@, 
et 
P(Z) = N4-‘4w) = ~(s)_lICI(u)_l~(c)~(b). 
Done 
4XY - 4 $ n1 + 4s) - ~(~)~ 4P(X)P(Y) - P(4) $121 + 4s) - 4b). 
Soit m E Z. 11 existe n E Z, tel que 
4XY - 4 $ K z E A(S) 
implique 
40y) - p(z)) $ m. 
Alors, en prenant its + w(s) - o(b) I n, on aura 
W(P(XY) - P(x)P(~)) s sup{&Gy) - p(z)), 4&4p(y) - P(Z))) $ m. 
Puisque m est arbitraire, on conclut d 1’CgalitC p(xy) = p(x)p(y). Elle est encore 
valable si e(b) = 0 car dans ce case p(y) = 0 = p(z), done w(p(xy)) 5 m pour tout m, 
i.e. p(xy) = 0. 
La Preuve de la proprittt universelle st complktement terminte. 
Corollaire 3.5. Le microlocalist de A par rapport ci S est unique b isomorphisme 
d’anneaux jltr& prb. 
ConsidCrons maintenant une partie fortement multiplicativement fermCe S de 
l’anneau filtrt (pas nkessairement sCparC) A. On dira que S est saturke par rapport 
g la filtration de A, si o-‘(a(S)) = S, . . 1.e si a E A et s E S, tels que o(a) = a(s), alors 
a E S. Si S est une partie fortement multiplicativement fermke de A, on note 
S,,, = K’(fT(S)). 
Si S est de Ore modulo le grad&, S,,,. l’est aussi. 
Si S est saturke par rapport A la filtration FA sCparCe de A, S peut ne pas &tre saturke 
par rapport B la filtration (non-sCpar6e) PA. 
Lemme 3.6. Si est saturge pour la$ltration FA et si a E A est tel que 6(a) E 6(S), alors il 
existe u E S, tel que ua E S. 
Preuve. Soit c?(a) = 6(s), a E A, s E S. 6(a) = 6(s) et 6(a - s) I 15(s) - 1, d’aprh le 
Lemme 1.2. Done 
&(a - s) = inf [w(u(a - s)) - o(u)] I w(s) - 1. 
ES 
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Si CZ(a - s) E Z, il existe a’ E S, tel que 
o(u’(u - s)) = cqu’(u - s)) 5 w(d) + o(s) - 1 = O(U’S) - 1 
cf. preuve de la Proposition 1.4. Done a(u’a) = a(ui) et, puisque S est saturee, u’a E S. 
Si &(a - s)--CQ pour tout n E N, il existe U, E S, tel que 
w(u,(a - s)) - o(u,) 2 --n + w(s) 
d’oti 
w(u,u - u,s) I$ O.&s). 
Pour 12 = 1, on deduit o(uiu) = a(uis) E a(S) et, comme plus haut, il vient u,u E S. 
Proposition 3.7. 6,(A) et 6FSSat(A) sent isomoi-phes. 
Preuve. Soit (&‘,_(A), $) un microlocalist de A par rapport a S,,, et (G,(A), cp) un 
microlocalise de A par rapport a S. 
Montrons que (&ssa,(A), $) est aussi un microlocalise de A par rapport a S. 
Pour tout s ES, $(s) est inversible dans c?‘,*~(A) et o($(s)-‘) = -w(s). Done les 
conditions (i) et (ii) de la Definition 2.6 sont verifiees. Pour montrer que (iii) et (iv) le 
sont aussi, il suffit, d’apres la Remarque 2.7, de montrer que le morphisme canonique 
est un isomorphisme, ce qui est vrai, car o(S) = CJ(&) et l’application naturelle 
o(S,,JIG(A) = o(S)-‘G(A) + G(&,(A)) es un isomorphisme. Done (dssa,(A), 9) est t 
un microlocalist de A par rapport a S. 
Soit maintenant (b,(A), cp) un microlocalise de A par rapport a S. Montrons que 
c’est aussi un microlocalise de A par rapport a S,,,. Soit s’ E S,,,. Alors o(s’) E o(S), i.e. 
il existe s E S, tel que (T(S) = o(s’). Montrons que rp(s’) est inversible dans G,(A) et que 
~,,(A)(cp(s’)-‘) = -We. De CT(S) = o(s’) on dtquit que o(s) = o(s’), et, pour tout 
u E S, CT(W) = ~(us’), o(w)/1 = (a(~‘)/1 # 0. 11 suit que cp(s’) # 0. D’aprb sa defini- 
tion, l’application canonique a(SJIG(A) = CT(S)-~G(A) J, G(d&t)) associe 
a o(s)/1 l’element o(cp(s)) et a a@‘)/1 l’element o(cp(s’)). Done C(S) = a(~‘) implique 
o(cp(s’)) = a(cp(s)) et, puisque a(cp(s)) est inversible dans G(b,(A)) et que q(s) est 
inversible dans &,(A), d’apres la remarque qui suit la Proposition 2.1, cp(s’) est aussi 
inversible dans &s(A), car &s(A) est complet. Done l’inverse de o(cp(s’)) est a(cp(s’)-‘), 
par suite w(cp(s’)-’ = w(qo(s)-‘) = -o(s) = -o(s’). On a v&rifle les conditions (i) et 
(ii) pour S,,, et cp : A + d?,(A). La condition (iv) est verifiee pour S,,, et cp :A + d,(A), 
puisque S s S,,,. 
11 reste a verifier (iii) pour S,,, et cp :A -b bs(A), i.e. l’egalite 
Ker cp = {u E A 1 Vu’ E S,,,, 3s’ E S,,,, a( = O}. 
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11 suffit de verifier l’inclusion 
Ker cp E {u E A 1 VJU’ E Sat, 3s’ E S,,,, o(s’)a(u’a) = 0}, 
car l’inclusion reciproque est Cvidente, a partir de l’inclusion S E S,,,. 
Soit a E Ker cp, q(a) = 0. Supposons qu’il existe a’ E S,,,, tel que Y’s’ E S,,,, 
a(s’)a(u’u) # 0. 
Puisque S E Sat, on a a(u’u)/l # 0, et, par l’injective de x, 
o(u’u) = o(cp(u’a)) = o(cp(u’)cp(u)) = --co 
car q(a) = 0, ce qui est contradictoire. 
Ceci acheve la preuve. 
Thtorkme 3.8. Si A est un unneuu sepurejiltre et S une purtie fortement multiplicutive- 
ment fermee de A de Ore a gauche modulo le grad&, ulors il existe un unneuu jiltre 
complet &,(A) et 50: A -+&,(A) un morphisme strict d’unneuux jiltres vkrijant les 
conditions (i)-(iv) de al dejmition. 
Preuve. 11 s’agit de montrer que le microlocalise (Es(A), 4) construit par Van den 
Essen dans [S] verifie les conditions (i)-(iv). 
La preuve est fournie par la peuve du Thtoreme 5.16 de [S], d’aprb lequel Es(A) est 
complet, 4(s) est inversible dans E,(A) pour tout s E S, et, en traduisant les relations 
pour les n. 
ormes en langage de fonction d’ordre, on deduit que 4 est strict et on a u(~(s)-’ = 
-o(s), pour tout s E S. 
De plus, d’apres la Proposition 5.24 (ibid), il existe un isomorphisme d’anneaux 
gradues 
qui a a(u)/a(s) associe a(+(~)-‘4(u)) E G(Es(A)). Done x est bijective, ce qui prouve 
(iii) et (iv), d’apres la Remarque 2.7. 
Dans [l l] nous avons defini un localise filtre Q:(A) dun anneau filtre FA par 
rapport a une partie fortement multiplicativement fermee S de A, de Ore a gauche 
modulo le grad&. Nous avons montrt, entre autres, que si Q:(A) existe, alors le 
microlocalise de Van den Essen est son complete. Le thtoreme precedent a done le 
corollaire suivant. 
Corollaire 3.9. Si Q;(A) existe, ulors A(s) est un sous-unneau de &‘,(A) isomorphe comme 
unneau jltre a Q:(A) et &s(A) est le complete de ACs,. 
Pour la preuve se reporter au resultant correspondant de [ll]. 
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